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Resume 

Get article est le deuxieme d'une serie de trois articles consacres aux 
images directes d'isocristaux : ici nous considerons des isocristaux conver- 
gents avec structure de Frobenius. 

Soit V un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel k — 
V/tn de caracteristique p > et de corps des fractions K de caracteristique 

0. Dans un premier temps nous caractcrisons les F-isocristaux convergents 
sur un schema afiine et lisse sur k. Dans un deuxieme temps, pour k parfait 
et V moderement ramifie, on en deduit la convergence des images directes de 
(presque) tous les F-isocristaux convergents par un /c-morphisme propre et 
lisse. 

Abstract 

This article is the second one of a series of three articles devoted to direct 
images of isocrystals : here we consider convergent isocrystals with Frobenius 
structure. 

Let V be a complete discrete valuation ring, with residue field k = V/m 
of characteristic p > and fraction field K of characteristic 0. Firstly we cha- 
racterize convergent F-isocrystals on a smooth affine A;-scheme. Secondly, for 
perfect k and tamely ramified V, we derive the convergence of direct images 
of (almost) all convergent F-isocrystals under a proper smooth /c-morphism. 
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Introduction 



Soit V un anncau de valuation discrete complet, de corps rcsidTicl k = 
V/m de caractcristiquc p > 0, de corps des fractions K de caracteristique 
et d'indice de ramification e. 

Get article est le deuxieme d'une serie de trois articles consacres aux 
images directes d'isocristaux. Ici on introduit une structure dc Frobcnius sur 
les isocristaux consideres dans [Et 6] (cf [Et 4, chap II]), tout en restant dans 
le cadre «convergent». Les resultats concernent deux aspects de la theorie : 
d'une part Failure des F-isocristaux convergents sur un schema lisse aux §1 et 
§2, d' autre part la convergence des images directes par un morphisme propre 
et lisse f : X ^ S de /c-schemas au §3, et qui utilise la caracterisation des 
F-isocristaux convergents sur un schema lisse du §1. 

Au §1 on obtient une description des F-isocristaux convergents sur un 
schema affine et lisse [cor (1.2.3)] qui est I'analogue de celle de type Monsky- 
Washnitzer obtenue par Berthelot dans le cas surconvergent [B 3]. Cette 
description s'etend au cas hsse relevable dans le §2 [theo (2.2.1)]. 

Au §3 Fun des ingredients essentiels pour la convergence des images di- 
rectes est le passage par la cohomologie cristaUine et I'utilisation des objets 
«consistants» au sens de Berthelot-Ogus [B-0] : dans ce cas on est amene a 
supposer le corps k parfait, Findice de ramification e plus petit que p — 1 et 
a se limiter aux cristaux plats pour pouvoir appliquer le theoreme de chan- 
gement de base en cohomologie cristaUine. 

Avec les restrictions precedentes et grace a la caracterisation des F- 
isocristaux convergents sur un schema lisse du §1, on obtient la convergence 
des images directes dans le cas propre et lisse, et le theoreme de changement 
de base [theo (3.3.1)]. Si le morphisme propre et lisse / : X — > 5* est rele- 
vable en un morphisme propre et lisse sur V, on peut lever la restriction de 
platitude [theo (3.3.1)]. En fait, si le morphisme f : X ^ S est projectif 
et lisse et que, ou bicn / est relevable, ou bien que X est une intersection 
complete relative dans des espaces projectifs sur S, alors on peut lever toutes 
les restrictions precedentes (i.e. sur Findice de ramification, sur la platitude 
et la perfection de k) [theo (3.3.2)] : la preuve n'utilise pas la cohomologie 
cristaUine, mais repose sur le cas plongeable de [Et 6, 3.4] ou [Et 4, chap 
II, 3.4]. De plus les images directes commutcnt au passage aux fibres [prop 
(3.4.4)]. Dans le cas fini ctalc toutes les restrictions precedentes sont levees 
[theo (3.5.1)], et dans le cas galoisien la cohomologie convergente commute 
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aux points fixes sous le groupe du revetement [theo (3.5.1)]. 
On conserve les notations de [Et 6, (0)] (cf [Et 4, chap II, (0)]). 

1. F-isocristaux convergents sur un schema af- 
fine et lisse 

1.1. Notations 

Soient X = Spec Aq un /c-schema affine et lisse, A une C(/c)-algebre lisse 
relevant [E£, theo 6] et A — A ®c(fc) V. Fixons une presentation 

^ = C(^)[ii,...,g/(/i,.. .,/,); 

soient P le complete formel de la fermeture projective de X — Spec A dans 
Py, Y sa reduction sur k, j : X ^ Y. Alors ]Y[p — Pk ; de plus \X[p, qui 
est I'intersection de Xj^ avec la boule unite S(0, 1"*") C A^, est I'affinoide 

]X[p = Spm 

Notons A (resp. A) le separe complete p-adique de A (resp. A), C ^ 
(resp. A^ C A) le complete faible de A au-dessus de (C(/c), (p)) (resp. de A 
au-dessus de (V, (tt)) [M-W, § 1], et posons A^^ = A'^ ®^ K , Ak = A K. 
On a des isomorphismes 

A ~ C(fc)Oi,...,U/(/i,-,/.) , 

i ~ V{h,...,tn}/{fl,...,fs) ^ A(®C{k)V , 

A^ ~ C{k)[h,...,Qy{A,...,f,) , 

et aussi [B 3, (2.1.2.4] 

r(PK,j^Op,) ^ r(A'-,jtOp,) ^ Aj,, 

r(]x[,jtOp,) c r{]x[,Opj = r(]x[,qx[) ii.. 
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On fixe un relevement F^t : ^ de I'elevation a la puissance p"", 
: Ao — > Ao, au-dessus de a [vdP, cor 2.4.3] : on peut choisir un tel 
relevement F^t de maniere compatible a une extension A; ^ A;' du corps de 



base [Et 3, I, 1.2]. Posons F^t = F 
morphismes F.t : ^t- — * ^t-, Fa__ : A 



K 



De memo pour V comme ci-dessus et ^4' := 
cor 2.4.3] un carre commutatif 



A — At ^A'\ A \ d'ou des 
> Ak au-dessus de cr : — K. 
A ®y V' il existe d'apres [vdP, 



au-dessus du carre commutatif 



V 



V. 



On designe par F^-Mod(Aj^) (resp. F^-Modloc(Aj^) ; resp. F^-Modlib(Ay) 

la categorie des ^J^-modules de type fini (resp. Aj^-modules projectifs de type 
fini ; resp. A^-modules libres de type fini) M munis d'un morphisme 



F*^^ (M) =: 



M 



appele morphisme de Frobenius. Par analogie avec Wan [W 2, def 2.8] [W 
3, def 2.1] nous dirons que M est un F'^-module surconvergent (resp. et 
projectif; resp. et libre) sur A^^. En considerant les memes definitions sur 
Ak au lieu de on dira que M G F^-Mod(AK) (resp. M G F^-Modloc(AK) ; 
resp. M e F^-Modlib(AK)) muni de 



M 



est un F^-module convergent (resp. et projectif ; resp. et libre) sur Ak- 

Lorsque le Frobenius est un isomorphisme on dira que Ton a une struc- 
ture de Frobenius forte. On a des notions analogues sur A^ et A, sans ten- 
soriser par K : on utihsera alors les notations F^-Mod(A'''), ...F^-Modlib(A). 

Soit Q\<f le module des V-differentielles de A^ au sens de Monsky-Washnitzer 
[M-W, theo 4.2] 
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^At := ^At/v / n 



At/V 



A/V 



K. 



Notons F*-Conn^(A^) (resp. F'*-Conn(AK)) la categorie des A|^-modules 
(resp. A;<:-modules) projectifs de type fini M (resp. Jv[) a connexion integrable 



V : M 



M 



At 



(rcsp.V -.M^M^A^ n\J 
et munis d'un isomorphisme horizontal 

0t : (F^t (M), F^t (V)) =: (M^ V^) ^ (M, V) 



(resp. : (F]^(A4), Ft^(V) =: (M^ V^) ^ (M, V)). 

On note Conn^(A^) (resp. Conn(AK)) la categorie des A^-modules (resp. 
y4i^-modules) projectifs de type fini M (resp. M.) a connexion integrable dont 
la serie de Taylor converge sur un voisinage strict du tube de la diagonale 
dans x (resp. dont la serie de Taylor converge sur le tube de la 
diagonale dans Af" x Af"). 

On utilisera un exposant ( )° pour specifier les sous-categories des objets 
unites (i.e. tels qu'en tout point geometrique les pentes du Probenius sont 
nuUes), F"-Mod(Ay°, F"-Mod(iif)°, F"-Connt(>iy°, F"-Conn(ix)°, ... 
ou la restriction de foncteurs aux objets unites. 

On dispose de foncteurs naturels rendant commutatif le diagramme [Et 
3, I, § 5] 



FMsoc^(X/X) F«-Connt(Ay 



F«-Modloc(Ay 
n 



F^-lsociX/K) 



F"-Conn(i^) 



F"-Modloc(i 



oil F'^ := r(A'^^, — ) est une equivalence dc categories [B 3, cor (2.5.8)], 
f := r(]X[, -) est pleinement fidclc [O 2, 2.15, 2.23)] et [Et 3, 1, (5.2.2)] et le 
foncteur Q (resp. 7i) envoie un yl]^-module projectif de type fini M sur son 
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separe complete p-adique A4 = M ^ a Ak : Q et H sont fideles fBour, A II, 
§ 5, n° 3 , prop 7] et [Bour, AC I, § 3, n° 5, prop 9 c)]. 

La restriction de T k F"'-lsoc'' {X / K)° est un foncteur pleinement 
fidele [Et 3, theo 5] 

: FMsoct(X/fs:)° — > FMsoc(X/fs:)°; 
comme est une equivalence de categories et r° pleinement fidele, le fonc- 
teur Q° est pleinement fidele. 

Nous allons montrer en 1.2 ci-apres que F est en fait une equivalence de 
categories. 

1.2. Des equivalences de categories 

Avec les notations de 1.1 nous allons montrer que la donnee d'un F""- 
isocristal convergent sur X equivaut a celle d'un yl/^-module projectif de 
type fini Ai, muni d'une connexion integrable 

et d'un isomorphisme horizontal 

0:(M^V'^)^(M,V), 
oil {M."', V^) provient de {M., V) en etendant les scalaires par F^^. 

Proposition (1.2.1). Avec les notations ci-dessus, le foncteur r(]X[, — ) 
induit une equivalence entre 

(i) La categoric des O]x[-i^odules coherents (resp. et localement lihres), et 
celles des Ak -modules de type fini (resp. et projectifs) ; 

(11) La categoric des 0]x [-modules coherents a connexion integrable (resp. 
des isocristaux convergents sur X ), et celle des AK-modules projectifs 
de type fini munis d'une connexion integrable (resp. et dont la serie de 
Taylor converge sur ]X[x-i). 

Remarque. Berthelot a fourni une description analogue pour les 
modules coherents [B 3, (2.5.2)]. 

Demonstration. La demonstration est semblable a celle de loc. cit. Remar- 
quons simplement que ]X[ ctant affinoi'de, la donnee d'un (9]x[-module coherent 
S equivaut a celle du i^-module de type fini M = T{]X[,S) [B-G-R, 9.4.2]. 
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De meme I'assertion "projectif en (ii) resulte du fait que K est de ca- 
racteristique [B 3, (2.2.3) (ii)] [P, 10.3.1]. □ 

Theoreme (1.2.2). Avec les notations de 1.1, soient M. un Ax-module 
de type fini, muni d'une connexion integrable V, et {A4",V) le module d 
connexion integrable deduit de {M., V) par I' extension des scalaires F^^. On 
suppose qu'il existe un isomorphisme horizontal 

0: (7W",V") ^ (A^,V). 

Alors, si (Sj'V) est le O]x[-module correspondant d (A^, V) par I'equivalence 
de (1.2.1), la connexion V de £ est convergente. 

Demonstration. La preuve suit celle de [B 3, (2.5.7)]. Comme I'assertion est 

locale sur X [B 3, (2.2.11)] on pent supposer libre de base o(~i, dzm- Si 

Zi, ...^Zm G A relevent ^i, ...^„t) ^\ est un A- module libre de base dzi^ dz^- 

Soient 9i, ...,9m les derivations correspondantes, et Ci, ...,e.f. une base de M. 

{M. est necessairement projectif d'apres [P, lemme 10.3.1]). Pour tout i et 

tout A;, posons 9^ = E hjk Cj, et soit Bi e Mr{AK) la matrice des bij^k ; 

j 

la connexion V est determinee par les B^. En utilisant risomorphisme hori- 
zontal 0, on pent supposer, comme dans la preuve de [B 3, (2.5.7)] que les 
matrices B^ sont a coefficients dans A. 

Notons rjQ = \ 71 \. Pour tout e E Ai = r{]X[,S), d-eestk coeffficients 
dans A, done || ^ - e || ^1, et comme r]o < on en deduit 

(1.2.2.1) II ^ 9 ^ e II # — > quand | ^ | — > +oo. 

Posons (i = 1 ® Zi — Zi^ 1 , Tj = 1 ® tj — tj ® 1. 
Pour 77 < 1, soient 

U^{xeX^x X^l Vj, I (1 ® tj{x) I ^ 1, I {tj (g) l){x) I ^ 1}, 

W, = {xe AT X AT/ Vj, I Tj{x) I ^ v}, 

W;^^{xe X'^ X X'^l Vi, I C,lx) I ^ 1}, 
et = WriHU. Pour toute suite croissante rj de limite 1, 1'ouvert := U 

— — n 

est cgal a ]X[^2, d'apres I'exemple de [B 3, (1.3.10)]. Nous allons construire 
une suite rj telle qu'il existe sur I'ouvert Vr^ =]X[x2 un isomorphisme e : 
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P2 ^ — ^Pi £■ induisant sur les voisinages infinitesimaux de la diagonale les 
isomorphismes e„ definis par V. 

Puisque les tj engendrent A, il existe des relations Q — Pij tj, avec 

j 

Pij e A 0v A ; d'ou II II ^ Sup^- II Tj II , la norme etant la norme 
spectrale sur U. Par suite on a C VF^^ fl U. On procede alors comme dans 
la demonstration de [B 3, (2.2.13)] pour definir sur V,,(, un isomorphisme 
e : P2 S pI £ induisant sur les voisinages infinitesimaux de la diagonale 
les isomorphismes definis par V, en posant 

la serie convergeant dans r(K?(,,p];(£)) grace a (1.2.2.1). On va utifiser ensuite 
Taction de Probenius pour prolonger I'isomorphisme e de V^^ a V^, pour une 
suite T) convenable : tout d'abord, on peut supposer d'apres (1-2.1) qu'il 

existe un morphisme Fk '■ ]X[ = Spm(A7^) — > ]X[ tel que I'homomorphisme 
r(]X[, 0]x[) — ^ r(]X[, 0]xi) Indult par Fk soit egal a -^4^® Probenius 
(j) de S est alors defini par un isomorphisme (J) : F^ S S sur ]X[, ce qui 
fournit des isomorphismes 

<f>i = p*(0) : {Fk X FkT {p* S) p* E sur V^,. 
On definit une suite croissante 77 de limite 1 en posant 

Vn+l — Vn 

Montrons que {Fk x Fk){Vjj^_^_J C Vj,^. Posons 

^Aih) = tf +naj, 
avec Qj e A. Pour x e t/ on a 

I {t, ® 1){{Fk X Fk){x)) I = I {F^{t,) ® l)(a;) | 

= I {{tf +71 ttj) ® l)(a;) I ^ 1, 

de mcmc pour 1 ® tj, de sorte que {Fk x Fk){x) G t/. D'autre part, si 
J = Ker(^ (8)v ^ — > ^), on a dans (A (8)v A)^ la relation 

(F4 X F^){Tj) = 1 ® (tf + TT a,-) - (if + TT a,-) ® 1 

= Tj- + TT CKj, 
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avec aj G J{A A)^. Dans {A ®v A)^ on pent ecrire aj sous la forme 
aj — E 7ij Tj, avec i|7jj|| ^ 1. Alors, pour x e Kj„+i, on obtient 

i 

Itt aj{x)\ ^ |7r| r^„+i ^ rjn 

et 

|rf(x)Kr?C, = ry„. 

Par consequent on a bien 

{FkxFk){V,^^,)cV,^. 

Supposons construit sur Vn :— U VJ,. un isomorphisme e^") : S-^ p\ £ ; 

on conclut alors comme dans la preuve de [B 3, (2.5.7)] a I'existence d'un 
isomorphisme sur V — \JVr^^ = ]X[;t'2, d'oii la convergence de V. □ 

i 

Corollaire (1.2.3). Soient X — Spec Aq un k-schema affine et lisse, A une 
V-algebre lisse relevant Aq, A le separe complete p-adique de A, : A ^ A 

un relevement de la puissance a^^"^^ de Vendomorphisme de Frohenius de Aq 
au-dessus de a. Alors la categoric des F"- -isocristaux convergents sur X est 
equivalente a la categoric dcs Ax-modulcs (neccssaircmcnt projcctifs) dc type 
fini M., munis d'une connexion integrable V et d'un isomorphisme horizontal 

(P-.iM'^y) (My). 

Demonstration. D'apres la proposition (1.2.1) la categorie des isocristaux 
convergents sur X est equivalente a celle des Ax-modules projectifs de type 
fini, munis d'une connexion convergente V. De plus cette equivalence est 
fonctorielle par rapport a A par des arguments analogues a [B 3, (2.5.6)]. On 
conclut par le theoreme (1.2.2). □ 
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2. F-isocristaux convergents sur un schema lisse 
formellement relevable 



Nous allons generalise! au cas relevable I'equivalence de categories du 
coroUaire (1.2.3) precedent. 

2.1. Espaces rigides associes aux schemas formels 

Dans ce § 2 on se donne / : X — > Spec k un /c-schema lisse tel qu'il existe 
un V-schema formel lisse h : X ^ Spf V relevant /. Par une construction 
de Raynaud on sait associer a X (resp. a h) un cspacc rigide analytique note 
Xk [Bo-Lii 1 et 2] [B 3] (resp. un morphisme hx '■ Xk — > Spm K). Si h 
est propre alors Hk est propre [Lii]. L'espace Xk est muni d'une topologie 
de Grothendieck [B 3, (0.1.2), (0.2)] et d'un faisceau d'anneaux Ox^ '■ nous 
dirons que (Xk^Oxk) est un G-espace annule [B-G-R, 9.3.1]. 

Proposition (2.1.1). Sous les hypotheses 2.1 il existe un V-schema formel 

lisse h' : X' ^ Spf V, un V-isomorphisme X'^^X et des recouvrements par 
des ouverts lisses X' = U Spf A^, X — \J Spec A^fi, oil les Aa sont des 

V-algebres lisses et A^fi ■— Aa/irAa- 

Demonstration. Dire que X est un V-schema formel lisse signifie qu'il existe 
un recouvrement X — U Spf Bq, oii les Ba sont des V-algebres plates separees 

a 

et completes pour la topologie 7r-adique et formellement lisses pour les topolo- 
gies discretes sur V et jBq, : les Bee sont done des V-algcbrcs formellement lisses 
pour les topologies 7r-adiques sur V et Ba [EGA O/y, (19.3.1)]. Pour tout a 
notons Aafl := B^ / t: Ba, et A^ une V-algebre lisse relevant A^a [E£, theo 
6] : d'apres [Et 2, cor 1 du theo 4] il existe, pour tout a, un V-isomorphisme 

Aa ^ Ba, Oil Aa := Hui Aa / Tt" Aq. 

71 

Designons par 

P„ = Spf-B„, P^ = Spfia, P^^ :=P^ XpAPa r)Pp), 
ipa le V-isomorphisme ipa '■ Pa ~^ Pa, et V^a^? le V-isomorphisme 

PLp ^Par\ Pp 

deduit de if) a par le changement de base Pa Pp ^ Pa. Le V-isomorphisme 

"Pa^ — ^Pa ° i^a0 ■■ P'afi ^ P'pa 
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induit des V-isomorphismes 
et on a les identites 

grace au fait que les Pa se recollent pour former X. Par consequent on pent 
recoUer les P^ le long des P^p : le schema formel ainsi obtenu est le schema 
formel X' cherche. □ 

Corollaire (2.1.2). Sous les hypotheses 2.1 le morphisme d'espaces rigides 
hx '■ — > Spm K est lisse. 

Demonstration. Compte-tenu de I'isomorphisme A"' ^ A* de (2.1.1) il suffit 
d'appliquer le critere jacobien [B 3, (0.1.11)]. □ 

Corollaire (2.1.3). Soient S un k-schema lisse et f : X S un k- 

morphisme lisse et supposons donnes un V-schema formel lisse S et un V- 
morphisme lisse h : X S de schemas formels relevant f . Alors 

(i) // existe un V-schema formel lisse S' — U S'^ , S'^ = Spf A^, oil les A^, 

a 

sont des V-algebres lisses et un V -isomorphisme S' ^ S. 

(ii) Si Von pose X' := X Xg S' , X^ := X' S'^, il existe de plus un 
S' -schema formel lisse X" et un S' -isomorphisme X" A- X' tel que 

x"^ux:,oux: = u K,p = yj^ Spf5«,;3, 

les Ba,/3 etant des Aa-algebres lisses (resp. des Al^-algebres lisses) 

(hi) Avec les notations du (ii) il existe aussi un V -schema formel lisse X'" 
et un V -isomorphisme X'" X" tel que 

X'" = u x'jj , ou x;^' = u spf Ca,p 

a p 

Ca,p est une V-algebre lisse munie d'un V -isomorphisme 
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Demonstration. La proposition (2.1.1.) fournit le (i). 

Pour (ii) et (iii) on utilise encore [Et 2, theo 4 et son cor 1] : on pent recoUer 
les (resp. les X^, resp. les X^') grace a I'existence globale de X^ (resp. 
de A",' resp. de X"). □ 

CoroUaire (2.1.4). Sous les hypotheses (2.1.3) le morphisme d'espaces ri- 
gides Hk '■ Xk — > Sk est lisse. Si de plus h est propre alors Hk est propre. 

Demonstration. La lissite de Hk resulte de (2.1.3) (ii) et du critere jacobien 
[B 3, (0.1.11]. 

La definition d'un morphisme propre d'espaces rigides est donnee dans [Lii, 
2.4] : la proprete de h entraine celle de Hk [Lii, theo 3.1]. □ 



2.2. F-isocristaux convergents et O^f^^-modules 

Rappelons que les hypotheses (2.1) sont satisfaites. 

La donnee de £ e lsoc{X/K) equivaut a celle d'un O^^-module locale- 
ment libre de type fini £x [B 3, (2.3.2), (2.2.3) (ii)] muni d'une connexion 

V relativemcnt a K, intcgrable et convergente. D'apres (2.1.1) on a un V- 
isomorphisme A* ~ U Spf Ao,=:U Xo, o\x les sont des V-algebres lisses; 

a a 

si , Fq,2 : Xa ^ Xa sont deux relevements de la puissance a^^^® du Fro- 
benius absolu de Xa = Xa mod tt, alors on a un isomorphisme canonique [B 
3, (2.2.17)] 

ou {£-Xai Va) est la restriction de {Sx-, V) a X^k — Spm {AaK)- 

Supposons fixe pour chaque a un relevement : X^ ^ X^, de la puissance 
^leme Probenius absolu de Xa = X^ mod tt, et soit £ e F"-Isoc(X/ii'). 
La structure de Probenius sur 8 fournit pour tout a un isomorphisme [cor 
(1.2.3)] 

avec compatibilites evidentes quand a varie : d'apres (1.2.3) la connaissance 
de equivaut a celle de r{XaK,8xa,) avec memes donnees. 
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Notons F'*-Conn(AK) la categoric des 0;f^-modules localement libres de 
type fini M. munis d'une connexion V relativement a K, integrable et d'une 
famille compatible d'isomorphismes 

0„ : {F*{Ma):F:^{Va))^{Ma:Va) := (A^,V)|;,„,. 

Theoreme (2.2.1). Avec les notations de (2.2) la fleche naturelle 

F^'-IsociX/K) — > F^-ConniXK) 

£ I — > £x 

est une equivalence de categories. 

Demonstration. Nous venons de montrer que si £^ e F^-Isoc{X/ K) alors 
£x e F'^-ConniXK). 

Reciproquement soit M. G F°'-Conn{XK) ; puisque M. est localement 
libre de type fini et que est coherent [B 3, (2.1.9)], alors M. est un Ox^- 
module coherent. D'apres (1.2.3) I'existence des isomorphismes horizontaux 

K ■■ {F:{Ma),F*{Va)) ^(A^a, V„) 

prouve que la connexion est convergente, car la donnee de {Aia,'Va,4'a) 
equivaut a celle d'un element de F"'-Isoc{Xa/K) : puisque ces donnees se 
recoUent la connexion V est convergente [B 3, (2.2.11)], d'oii un element £ 
de lsoc{X/K) [B 3, (2.3.2)] tel que £x = M. Enfin les definissent un 
isomorphisme de Isoc{X/K) 

<P,:F:£^£ 
qui est le Frobenius de £ [B 3, (2.3.7)] et {(i)£)x — <I>m- D 

Rappelons que pour £ e Isoc{X/K) la cohomologie convergente de Ogus 
[O 3] et [B 5, (3.1.11) (i), (3.1.12) (ii)] est donnee par 

(2.2.2) Hl^,{X/K,£) = W{Xk,£x ® ^x^/k)- 
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3. Images directes de F-isocristaux convergent s 



Dans le cas d'unc famille propre et lissc nous allons etendre ici le theoreme 
7.9 de Ogus [O 3] etablissant la finitudc dc la cohomologie convergente 
H^^^^{X/K,£) pour X propre et lisse sur k et £ un F-isocristal convergent. 

Sauf mention du contraire, on suppose dans ce paragraphe 3 que k est 
un corps parfait de caracteristique p > 0, g = p", V est un anneau de valua- 
tion discrete complet, d'ideal maximal m et corps residuel k. On suppose le 
corps dcs fractions de V de caracteristique 0, on fixe une uniformisante tt 
et on note e I'indice de ramification : on suppose, sauf mention expresse du 
contraire, que e ^ p — 1. 

On rclcvc la puissance q sur k en un automorphisme a dc V, tcl que 
cr(7r) = TT, suivant la methode [Et 3, I 1.1] : on note encore a son extension a 
K et ce a est un automorphisme de K puisque k est parfait [Et 6, 0] ou [Et 
4, chap II, 0]. 

3.1. Relevement de Teichmiiller 

Dans ce paragraphe 3.1 on supposera e quelconque. 

Soit X — Spec Aq un /c-schema lisse. Pour x e \X\ = {points fermes de X}, 
soit ix — Spec k{x) ^ X I'immersion fermee canonique : k{x) — Aq/vcIx est 
une extension finie etale de k de degre deg x = [k{x) : k]. Notons W = W{k) 
(resp. W{x) = W{k{x)) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k 
(resp. k{x)), 

V{x) = W{x) ®wV~ W{x)[7r] , 

Kq = Frac W, Ko{x) = FTa.c{W{x)), K{x) = Frac(V(a;)), ax la puissance 
p" sur k{x), aw(x) = W{ax) le relevement canonique de ax a W{x), ay(^x) — 
(^w{x)'^w^ et aK{x) (resp. aKo(x)) son extension naturelle a K{x) (resp. Kq{x)) 
deiimepeiraK{x){u/v) = crv{x){u) /av(x)iv) (resp. aKo(x)iu/v) = aw{x){u)/aw{x)v)). 
Le morphisme aK{x) coincide, d'apres [Et 3, I.l.l] et [B-M 2, (1.2.7) (ii)], avec 
le morphisme a' : K' ^ K' (au-dessus de cr : — > i^) de [Et 3, I.l.l] pour 
k' = k{x). 

Soit A une V-algcbre lisse relevant Aq et fixons une presentation A ~ 
V[ti, ...,t„]/(/i, fm). On designe par A ((resp. A^) le separc complete (resp. 
le complete faible) m-adique de A. Soient P le complete formel de la fermeture 
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projective de X = Spec A dans Py, Pi = Spf{V{x)), Xi = Spec{k{x)). 
D'apres [Et 3, (1.2.1)] il existe un carre commutatif 



0V V(a;) =: A^{x) 



At 



At(x) 



au-dessus du carre commutatif 



V{x)^V{x) 



ou F^f est un relevement a A^ du Probenius (puissance q) de Aq ; d'oia un 
diagramme commutatif 

V(x) A^x) A{x) := A ®v V(x) 



V{x) >At(x) 



A(x) 



■i(x) 



Par consequent le morphisme s : Aq ^ k{x) se releve de maniere unique 
d'apres Katz [K 1] en un morphisme 



t{x) : A{x) V{x) 



tel que le diagramme 



i(x)— V(x) 



■A(x) 



A{x)^V{x) 

commute : r{x) est appele le relevement de Teichmiiller de s (ou de x) 
relativement a Fa(x)- morphismes composes 

f(x) ■.A^A{x)^V{x) , 



T^{x) :A^^A^V{ 



x) 
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sont appeles respectivement relevement de Teichmiiller de s (ou de 
x) relativement a ou F^t : f(a;)(resp. t^{x)) est un point de 
Teichmiiller de A (resp. de A^) relativement a (resp. F^t)- 

Au lieu de considcrer x comme point ferine de X on peut aussi le considerer 
comme point ferme de = Spec k[t\ ou t = (ti, ...,t„) : on va voir qu'alors 
r^(x) s'etend en un relevement de Teichmiiller de x a V[t]^ Notons R — 
V[t\, (resp. R) son complete faible (resp. son separe complete) et / le 
noyau de la surjection canonique 



■.R^^A^ 



On peut relever (de maniere non unique) le Probenius F^t de A^ en un endo- 
morphisme F^t de R^ de la fagon suivante : il suffit de choisir des elements 
F^t {ti) de R^ tels que 

choix qu'il est possible de faire car Fj^^{ii{ti)) = tj ( mod (tt,/)). On etend 
ce choix d'elements Fj^tifJ^iU)) en un endomorphisme F^t de la V-algebre R^ 
tel que le diagramme 




commute; en particulier on a Fjit{I) C /. 

Les morphismes F^t et F^t sont finis et fidelements plats puisque leur reduction 
mod TT le sont [Et 2, theo 17] ; par changement de base de i?^ a applique 
au diagramme precedent on en deduit le diagramme commutatif 




Par consequent le morphisme compose 

k[t] Ao^k{x) 

correspondant au point x de se releve de maniere unique [K 1] en un 
morphisme 

fR{x):R-^A^^V{x) 
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tel que le diagramme 



R -V(a:) 



R 



V{x) 



commute : tr{x) est appele le relevement de Teichmiiller de x relati- 
vement a F^. Le morphisme compose 



Tplxl : R^ 



est appclc Ic relevement de Teichmiiller de x relativement a F^t- Par 
I'unicite des relevements de Teichmiiller prouvee par Katz [K 1], il y a ainsi 
bijection entre les points de Teichmiiller de relativement a F^t et 
les points de Teichmiiller de R^ relativement a F^t qui se reduisent 
mod TT en des points de X. 

De meme, pour toute extension finie A; A;', il y a une bijection entre les 
trois ensembles suivants : 

(i) I'ensemble des points x e X[k')= {points de X a valeur dans k'}, 

(ii) I'ensemble des points de Teichmiiller de A} relativement a F^t a valeur 
dans V{k') := W{k') ®w V, 

(iii) I'ensemble des points de Teichmiiller de R^ relativement a Ffjt a valeur 
dans V{k') := W{k') ®w V qui se reduisent mod tt en des points de X 
a valeur dans k' . 

Les morphismes t{x) ct t\x) (resp. Tr{x) ct t\^{x)) sent surjectifs car 
la reduction de t\x) mod tt (resp. tI^{x) mod tt) est le morphisme surjectif 
s : Aq k{x) de depart (resp. le morphisme surjectif k[t\ k{x)) [M-W, 
theo 3.2]. Done V{x) est un quotient de A et V{x) ~ l^(x)[7r], qui est un 
anneau de valuation discrete, est une extension finie etale de V de rang deg 
X. Le noyau du morphisme 



fxix) := f{x) (^x: K : Ak — 
est ainsi un ideal maximal ({^ de Ak et le diagramme 



K{x) = Frac(V(a;)) 



a'' ^ 



(3.L1) 



A\ 



K 



Ak — ^K{x) 
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commute. On notera Tj^{x) la fleche composee 

(3.1.2) rl,{x)=T^{x)^vK:A^j,^AK'-^K{x) ; 

remarquons que rj^{x) est aussi surjectif car (/? induit une bijection entre les 
ideaux maximaux de et ceux de [G-K 2, theo 1.7]. Par le morphisme 
de specialisation [B 3, (0.2.2.1)] 

sp : Spm Ak Spec Aq 

I'image de {q^^.} n'est autre que {rria;} ; de plus f{x) : A V{x) est localise 
en {px} G Spec A, on est I'unique ideal maximal de A au-dessus de m-x- 
En definissant I'application (encore appelee relevement de Teichmiiller) 

(3.1.3) Tk : Spm Ao Spm Ak 

par Tx(,t) = {Ker rxix)} = {q^,}- on vient de prouver que est une sec- 
tion du morphisme de specialisation, considere comme une application 

sp : \Spm Ak\ \Spec Ao\. 

3.2. Amplitude des F-isocristaux 

Soit X un /c-schema lisse. Berthelot a montre [B 3, (2.4.2)] que pour tout 
N e F"--Isoc{X/ K) il existe un F-cristal non degenere M sur X (i.e. un cris- 
tal M muni d'un Frobenius : F*M — > M et d'un morphisme V : M ^ F*M 
tels que (f)oV et Vocf) soient la multiplication par p^, pour \in entier 6 ^ 0) de 
type fini sur Ox/v sans p-torsion, et un entier r ^ tel que N ^ M""'(r) 
(oil M""(r) est le twist a la Tate de M""). L'entier b est appele I'amplitude 
de M ("width" dans la terminologie de Ogus [O 4, 5.1.1]). Notons 

(3.2.1) F'^-Isoc{X/K),i,t 

la sous-categorie pleine de F^-Isoc{X/K) formee des N tels que le M ci- 
dessus soit plat sur Ox/v (ce qui equivaut a M localement libre puisqu'on 
est en situation noetherienne) . 
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3.3. Convergence des images direct es 



Theoreme (3.3.1). Supposons k parfait et e ^ p—1. Soient S un k-schema 

lisse et f : X ^ S un k-morphisme propre et lisse (resp. relevable en un 
morphisme propre et lisse h : X ^ S de V -schemas formels). Alors 

(3.3.1.1) Pour tout entier i ^ 0, / induit un foncteur 

R'fconv* ■■ F--Isoc(X/K)piat F--Isoc(S/K) 
{resp. K'U.v* : F'^ -I soc{X / K) F^ -I soc{S / K)) . 

(3.3.1.2) Le foncteur precedent est compatible aux changements de base entre 
k-schemas lisses, c'est-d-dire : pour tout carre cartesien 




avec S' lisse surk et£ e F"" -I soc{X / K) ^i^^ (resp. 8 e F"" -I soc{X / K)) 
on a un isomorphisme de changement de base 

g*R'fconv* {8} > R'f'conv* id'* {^)) 

compatible aux connexions et aux Frobenius. 
Demonstration. 

Premiere partie de la demonstration : le cas propre et lisse, non necessairement 
relevable. 

Dans un premier temps nous ne supposerons pas que Ic corps k est parfait, 
seulement qu'il est de caracteristique p > et que e ^ p — 1 : uniquement 
lorsqu'il faudra montrer que le Frobenius est un isomorphisme, nous suppo- 
serons que k est parfait. 

Soient £ e F"--I soc{X / K)piat et E un F-cristal non degenere tel que 
E ~ £'""(r). On va associer kE, f et I'entier i ^ 0, un objet de F"--Isoc{S/ K), 
i.e. pour tout ouvert U (affine et lisse) de S on va construire un element de 
F°'-Isoc{U / K) avec donnees de recoUement [B 3, (2.3.2) (iii)]. 
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Si T est un V-schema formel on pose T„ = T/tt^^^ T, et pour un 
Tq— schema de type fini Y on designe par (F/T)cris le topos cristallin [B- 
O, 7.17] [O 4, § 3.0]. Le morphisme / induit un morphisme de topos 



/cris ■■ 



ens 



{S/V) 



ens ■ 



Soit U — Spec74o ^ 5" un ouvert affine et lisse et A une V-algebre lisse 
relevant : posons T = Spf i, r„ = Spec (A/vr^+i A). Mors (f/, T„, 5), ou 5 
sont les puissances divisees canoniques sur tt ^ p — 1 : [B 1, I, § 1]), est 

un ouvert dc Cris {S/V). Le Frobcnius Fu dc U (elevation a la puissance p"- 
sur Ojj) se releve en un endomorpliismc Fq- de T (resp. Ft„ := Fj- mod 7r"+^, 
de T„) et on considere les diagrammes commutatifs 



(3.3.1.3) 




{Tn, TT, S) (T„, TT, (^) ^ Spec V„ , 



(3.3.1.4) 




(T, TT, 5) — (T, TT, 5) Spf V , 



dont les carres superieurs sont cartesiens. Soient fxu/Tn [B 1, V, 3.5.2] et 
fxu/T [B-0, § 7.21] les morphismes de topos 



ens 



Uza 



T 



JXu/r ■ \^ul Jcris — ^ ^c^zar — ^ ^^ar- 



Avec les notations de [B 1, V, 3.2.3] on a 



(3.3.1.5) 



»/cris*(^)(^,T„) = M/x,/T*(^^^„(^)) 
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et [B-0, 7.2.2.2] 



(3.3.1.6) Rfx^/r^{uJ*r{E)) ~ MlimM/x^/T*K„ (£;)). 

n 

Posons 

(3.3.1.7) R^f^E\u,r) := lim R'fxu/r^ (^tJE))- 

n 

Le schema formel T, identifie a la limite inductive {T„} des T„, est ce que 
Ogus appelle un "epaississement fondamental de U relativement a Spf V" [O 
4, § 3.0]. 

Puisque E est localement libre de type fini et / propre et lisse, le complexe 

I^/x[//T*(^T„(-^)) complexe parfait de O-r^-modules [B 1, VII, 1.1.1] ; 

or, par le theoreme de changement de base en cohomologie cristalline [B 1, 
V, 3.5.2] on a un isomorphisme 

ffi/x./T*(^;„(^))®o.„OT„_, -^Rfxu/T:_M.-^(E)) : 

par suite [B-0, def B-4] M/xy/T*('-^T,(-^)) ^st un objet "consistant" au sens 
de [loc. cit.j, done [B-0, prop B-7] 

R'fxu/T'{c^r{E)) = H\Rfx,/T^{u;*r{m 

c,W(munRfx,/T*(u;*^jE))) 

n 

^lunR^fx,/T,{oo*rAE)) , 

n 

d'oii, via (3.3.1.7), et [B-0, prop B-7], un isomorphisme de Cr-modules 
coherents 

(3.3.1.8) R'fc^)iu,T)C^ R'fxu/T*{oJT{E)). 

Soit V, = {Va)a ^"°^°> Xu un hyperrecouvrement fini de Xu par des 
ouverts affines, Va — Spec{Ba,o) '■ soient Ba une A-algebre lisse relevant Ba,o, 

ha,n ■ Pa,n = Spec{Ba/n"+^ B^) > T„, 
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ha '■ — ^ ^ la limite inductive des {ha,n}n et posons 

EVa = liP^ -^Pa.n ) Ep, = {E-p^ja , 

n 

et remarquons que Ton a un isomorphisme 

nt, ~ lim irp . 

n 

D'apres (K , (0.3.2.6.2), (0.3.2.2), (0.3.2.4)] il existe un isomorphisme 

^h,jrn{^TSE)) ~ M/i.,.*(£;p.,„ ® n^.,„/Tj , 

et avec les notations de [B-0, Appendix B] on a un diagramme commutatif 
i^(N, Op,,.) ^^""■"->". K{^^ Ot,) 



iir(N,-) 



Rr{n-) 



r 



puisqu'il en est ainsi avant de passer aux foncteurs derives [Et 1, dcm. de 
III, 3.1.1]. Or le complexe {C* „}„ G i^(N, Op, ,) a des fleches de transition 
surjectives, done verifie la condition de Mittag-Leffler ; par suite 



:limMVn*(C:,n) = RV(^P„ ® ^\/r) 



et done 



(3.3.1.9) R'Ui.*{E)^u,r) ^ i?7x^/r*(c^r(^)) - H^Rh.^Er, ® 1)^./^))- 
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Montrons a present que -R*/cris*(-^)(!7,r) est muni d'un morphisme de Fro- 
benius 

Considerons la factorisation usuelle du Probenius Fx (avec Fx{x) — x'^) 



(3.3.1.10) 




oil le carre est cartesien ; le morphisme de Probenius de E, (f) : F^^g E' — 
Fx E ^ E, oil E' :— 7r^y^(£'), definit par image inverse 

^tM) ■■ F*x,,u ^* < E = u;*^^ F*x,s E' = u^t^ F*^ E ^ 0;^^ E. 
D'oia, en notant u;^{E) — lim u;^^{E) et u;^{(j)) — lim u;^^{(f)) , une fleche 

n n 

■■ F*x,/u ^t{E) = F^^ u*r{E) = c^^-F* (£;) ^ u*r{E) . 
La fleche M/xy/r*(^r(0)) est un morphisme 

^fx,/r*{F*x,,u ^* ^r{E)) ^^fx,/r*{F*x, u^riE)) ^ ^fx,/rMr{E)); 
par composition avec le morphisme 

^fx'jr'{v*uj*r{E)) ^fxu/r*{F*x,/u <P*^riE)) 

provenant du passage a la limite dans le morphisme de changement de base 
en cohomologie cristalline [B 1, V, (3.5.3)] et avec I'isomorphisme 

F^iRfx./T^io^riE)))^ Rfx',/r*i^* u^r{E)) 

provenant de la platitude de Fr et du passage a la limite dans I'isomorphisme 
de changement de base en cohomologie cristaUine [B 1, V, (3.5.3)], on obtient 
un morphisme 

(3.3.1.11) : F^{Rfx,/r*{uj*r{E))) Rfx,/r'{uj*r{E)). 
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Par passage a la cohomologie, 0* = H'^{(j)) est le morphisme de Frobenius 
recherche 



0^ : F^{R^fx,/T4^*r{m^R'fxu/T4^T{E)) 

(3.3.1.12) 

F^{R^f^^)u,r) R'fcME)(u,r). 

Considerons a present le point de vue rigide analytique. Notons E"'"' le 
F-isocristal convergent, element de F"-Isoc(X/i^), associe par la construc- 
tion de Berthelot [B 3, 2.4] au F-cristal non degenere de type fini E. 

Par definition des images directes superieures en cohomologie rigide [B 5, 
3.2.3, 3.2.3.2, 3.1.12], [C-T, § 10] et [Et 6, 3.2] ou [Et 4, chap II, 3.2], on a 

(3.3.1.13) RfuriA^u/r, E^^^) = m.K.iE-p., n^.^/r,) 

ou h.K = {ha <8)v K}a , E-p,^ = {{ErJ^^}a, 

Vu les descriptions precedentes, on a done [B 5, (3.2.3.2)] 
(3.3.1.14) 

= {R'f cms* {E){u,T)T"' , 

et ce Ori^-module coherent (d'apres (3.3.1.8)) est muni de la connexion de 
Gaufi-Manin via la description (3.3.1.13) (cf [B 1, V, 3.6]) : par la fonctorialite 
de la construction de (j) cette connexion est compatible au Frobenius 0^ induit 
par 0* : 

(3.3.1.15) 0*;^ : F^^R'-fung* {Xu/T, E^^u) ^ R'fuvig* {Xu/T, E^x,j)- 

Nous allons montrer plus bas que </)^ est un isomorphisme lorsque k est fini : 
puisque la source et le but de 0^ sont des Or^-inodules coherents, il suffit 
dc montrer cet isomorphisme fibre a fibre aux points fermes de Tk [B-G-R, 
9.4.2, cor 7]. 
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Soient 



z., : s 



Spec k{s) 



un point ferine de S ct fs : Xs s la fibre de / en s. On note V(s) = 
W{k{s)) ®VK V et K{s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme ig definit 
un foncteur image inverse [B 3, (2.3.6), (2.3.7)] 



F«-Isoc(Spec(A;(s))/X(s)) 



i* : F"-Isoc(5/X) 



F"-Isoc^(Spec(A;(s))/ir(s)), 
et un morphisme de topos [B 1, III, 2.2.3] 



*s cris • c 



Le point ferme s est contenu dans un ouvert affine et lisse U = Spec Aq de 
S : on considerera is comme un morphisme is : SpecA;(s) ^ U. On note 

r{s) : Ts = Spf(V(s)) T 

le relevemcnt de Teimiiller de is [(3.1)]. On obtient alors un diagramme com- 
mutatif a carres cartesiens 



Xs 



Spec k{s) 



Xu 

fu 

U = Spec Aq 



r, = spf(v(.))c^r = spf(i) ; 



f(s) est un PD-morphisme pour les ideaux 7rV(s) et tt A munis des puissances 
divisees canoniques (car e ^ p — 1). 

Par analogie avec (3.1) notons tk^s) 

tk{s) : Tk^s) = Spm(ir(s))c ^Tk = Spm(i^) 



le morphisme induit par f(s) 
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Commc f(s) definit un morphisme de topos T^zar ^ar, le foncteur f*(s) 
est exact [SGA 4, Tl, IV 3.1.2] ; ainsi le passage a la limite dans I'isomor- 
phisme de changement de base de [B 1, V, (3.5.1)] fournit un isomorphisme 

Comme i* est induit par f*(s) [B 3, (2.3.6) p 72], en passant en rigide ana- 
lytique on en deduit Fisomorphisme 

ou, par definition [B 5] et [Et 6, (3.2)] ou [Et 4, chap II, 3.2], Ton a : 

R'fs.iAXs/%,E^l) = Hl,^{XjK{s),E^iy, 
d'oii r isomorphisme 

(3.3.1.16) f^(.) RfuriA^u/T, Ef^J ^ H:,^{XJK{s), E^l). 

Supposons dorenavant dans cette premiere partie que k est parfait. Compte 
tenu de (3.1.1) et de (3.3.1.16) la fibre en s (identifie a fxis)) de 0^ est done 
un morphisme 

(3.3.1.17) 

<f>Us) '■ ^MFr^R'furi,* (Xu/r, E--^) > T*MR funs' (Xu/T, E--^) 



a*^^^^Hi,^{Xs/K{s),E^l) .Hi^{XjK{s),E^l) . 

Or, on a la generalisation suivante de [E-LS 1, 2.1] : 

Proposition (3.3.1.18). Soient X un k-schema separe de type fini, Fx 
I'itere a-ieme du Frobenius absolu de X , Fx = 7Tx/k ° Fx/k sa factorisation 
(3.3.1.10) 

X — ^ X' X 

et a : K ^ K' = K le relevement choisi de la puissance q de k (cf[Et 6, 0] 
ou [Et 4, chap II, 0]). Pour E e Isoc\X/K), on a : 
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(i) Pour tout entier i ^ 0, Fx/k induit une injection K-lineaire 

F*/, : W,,^^,{X'/K',n*x/,{E)) ^ W,,^^,{X/ K, F;,{E)). 

Si de plus X est lisse sur k, la meme assertion vaut pour la cohomologie 
rigide sans supports compacts. 

(ii) Supposons de plus k parfait. Alors, sous les hypotheses du (i), le mor- 
phisme -Fj^/j. precedent est un isomorphisme. 

(iii) Supposons k parfait. Alors, pour tout entier i ^ 0, Fx induit une bi- 
jection a-lineaire 

F*x : HU^^,{X/K, E) HUg,,{X/K, F^{E)) 

c'est-d dire un isomorphisme 

'^\HU,M/K. E)) ^ K,^^^{X/K, F*x{E)). 

Si de plus X est lisse sur k, la meme assertion vaut pour la cohomologie 
rigide sans supports compacts. 

Demonstration de (3.3.1.18). La preuve suit celle de [E-LS 1, 2.1]. 
Pour (i). On notera H^{X/K, E) la cohomologie rigide avec ou sans supports 
compacts. En utilisant la suite exacte longue de localisation en cohomologie 
rigide a supports compacts (resp. la suite spectrale de localisation lorsque X 
est lisse sur k) on se ramene au cas oia X est un sous-schema de P" qui ne 
rencontre pas les hypcrplans dc coordonnees ; comme la cohomologie rigide 
commute aux extensions finies de K on pent supposer que K contient les 
racines q'-iemes de I'unitc. On note Fp I'endomorphismc (j-lincaire de P = Py 
defini par Fp (tj) = tf pour i G |0, n| ; on a la factorisation usuelle de Fp 




Spec{V) — ^ Spec{V) 

oh le carre est cartesien. En dehors des hyperplans de coordonnees, le mor- 
phisme 

Fk = {F^/v)k : n ^ 

est un rcvctement etalc galoisicn dc groupe fi^^ ~ (Z/gZ)". Or, si V designe 
un voisinage strict suffisamnient petit du tube de X', alors Fk induit un 
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revetement etale galoisien encore note Fx : W ^ V de groupe jjL^ ~ 
[Ij/qLY. De plus, on pent supposer que E' = tt*j^^i^{E) provient d'un module 
a connexion A4 sur V : tout F-automorphisme tjj de Py induit un automor- 
phisme ^p* de F^M ® 0.' ct rendomorphisme V-'*) dc Fk*F^M <8) fly 

se factorise de maniere unique par le morphisme de complexes 

: M ^ Fk'F*kM ® QTy 

pour donner I'application trace 

Tr : Fk*F;^M ®n'y ^ M^Q^y 

(cf [E-LS 1, 2.1] et [Mi, V, lemma 1-12]). Cette application induit des homo- 
morphismes 

tr : H%W,jl^F^M ^ n') W{V,jlM ® f)') 

et tr : H^xii^, F*j^M ® Q*) ^ H\^,^{y, M®^*). 

Puisque F prolonge Fx/ki I'application 

Fi/, : H^X'/K'^-n-'x/km ^ H\X / K , F*x{E)) 

est induite par le morphisme de complexes F^, et commc Tr o F^ = sur 
M ® O^, on en deduit que tr o FJ^^ = sur H\X' / K\ti\j^^{E)). D'ou 
I'assertion du (i). 

Pour (ii). Par definition on a F^^ o Tr = F^i^ip*) sur Fk*F^M (g) l^y. 
D'autre part, si I'on note ipQ la reduction mod tt d'un F-automorphisme 
de Py, alors, pour tout i G |0,n] et Aj G k, tpo verifie 

roim) = roF*x/k{K ® = Fi/,(A, ® t,) = Fi/,(1 ® \%) = Af^f ; 

puisque A; est parfait on en deduit que V'o est I'identite de X. Ainsi on voit 
que 

F*x/kOtr^Y.^d*^q- 
sur W{X/K, Fx{E)). On a done montre que {l/q^)tr est un inverse pour 

Pour (in). Le morphisme du (iii) est le compose 

a*{H\X/K, E)) H\X'/K\ n*x/,{E)f-^ H\X/K, F*x{E)) 
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oil le morphisme u est induit par le changement de base (puissance q sur 
k) du carre cartesian 



X' -^X 



9' 

Spec k 



Fk 



9 

Spec k 



Puisque k est parfait, et T^x/k sont des isomorphismes, done u en est un 
aussi. Ceci acheve la preuve de (3.3.1.18). □ 



Remarque (3.3.1.19). Dans la preuve ci-dessus que u est un isomorphisme 

le corps k a cte suppose parfait : il est un autre cas oil u est un isomorphisme. 
Supposons que e ^ p — 1, X propre et lisse sur k et E E F""-! soc\X / K)piat '■ 
alors u est un isomorphisme. En effet, d'apres [B 3, (2.4.2)] il existe un F- 
cristal non degenere M sur X et un entier r ^ tels que E ~ M""(r) et 
par I'hypothese faite sur M est localement libre de type fini : le fait que 
u soit un isomorphisme rcsultc alors du theoreme de changement de base en 
cohomologie cristalline [B 1, V, 3.5.7] et de I'isomorphisme 



HU,{X/K, E) ~ Hl^^{X/V, M) ®v K{t) 
( resp. de son analogue sur X') puisque X est propre et lisse sur k. 

Revenons a la preuve de (3.3.1). D'apres (3.3.1.18) la derniere fleche 
horizontale du diagramme (3.3.1.17) est un isomorphisme; par consequent 
on a prouve que 0^ est un isomorphisme. 

Montrons a present que ces constructions se recoUent pour U variable. Si 
Ui et U2 sont deux ouverts de S et 



il : C/3 = C/i n C/2 C/i,i2 : C/3 C/2 

designent les immersions ouvertes, le morphisme etale ji se releve de maniere 
unique en un morphisme etale j" : Tj ^ Ti „ 011 Tj „ correspond aux T„ 
precedents [EGA IV, (18.1.2)] : par passage a la limite on obtient un mor- 
phisme = limj" : ^3 = limTs^^ — > 7i = limTi^^ s'inserant dans un 

n 71 n 

diagramme commutatif 
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ihx) ens / -ir- //-T- \ 
ycris ^ [^Ui/ -iljcris 




D'ou, par passage a la limitc dans risomorphisme de changement de base 
en cohomologie cristalline, un isomorphisme 



En passant en rigide analytique, et par unicite du relevement j^, les 

R^fuTig*{Xu/T, 

86 recoUent pour U variable et definissent done un F-isocristal convergent 
sur (S/K) grace au coroUaire (1.2.3) et [B 3, (2.2.11) et 2.3] : on note celui-ci 

i?7co„v'(^"")eFMsoc(^/ir), 

et si R^fcns*{E) etait localcmcnt libre cc serait le F-isocristal convergent 
associe, grace a (3.3.1.14. Pour notre £ G F°'-Isoc(X/i^)piat initial, donne 
par £ ~ F""(r), on pose done 

-R*/conv*(^) = R^fconv'{E"''^){r), 

et sa formation commute aux changements de base S' ^ S puisqu'il en est 
ainsi pour R^ fxu/T*{!^T{E))- Ceci acheve la preuve de (3.3.1) dans le cas 
propre et lisse. 

Deuxieme partie de la demonstration : cas oil f est relevahle en h. 

Dans le cas oii / est rclcvablc en h : X ^ S propre et lisse de (3.3.1.1) il 
n'est plus necessaire de supposer E localement libre, E sans p-torsion suffit. 
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La fleche fu^ig*{Xu /T] (co'5-^(0)))(r) est un morphisme 

R'fu.:AXu/r-{F*^^u*r{E)r){r) - R' fur^A^u ir-{u*r{E)r){r)- 
par composition avec le morphisme de changement de base [B 5, (3.1.11.3)] 

on obtient le morphisme de Probenius (qu'on prouve etre un isomorphisme 
comme en (3.3.1.17)) 

(3.3.1.20) 4>'k ■■ F^^R'furis* {Xu/T, S\Xu) ^ R'fun^* {Xu/T, 

valable pour £ e F"-Isoc(X/i^) et / relevable en h propre et hsse. 

On conclut alors a la maniere de [Et 6, (3.4.8.2)] ou [Et 4, chap II, 
(3.4.8.2)] via [Et 6, (3.4.4)] ou [Et 4, chap II, (3.4.4)]. □ 

Remarque (3.3.1.21). Nous avons prouve ci-dessus que R^ fu^i^*{Xu /T ^ F\Xu) 
est un Or^-iiiodule coherent, qu'il est muni d'une connexion integrable (de 
GauB-Manin) et d'un morphisme de Probenius sous la seule hypothese que 
le corps k est de caracteristique p>Oete^p— 1: c'est seulement pour 
prouver que le Frobenius est un isomorphisme que nous avons ete amenes a 
supposer que le corps k est parfait. 

Le theoreme suivant precise (3.3.1) en I'etendant : 

Theoreme (3.3.2). Supposons k parfait. Soient S un k-schema lisse et f : 
X ^ S un k-morphisme projectif et lisse satisfaisant aux hypotheses de [Et 6, 
(3.4.8.2), ou (3.4.8.6), ou (3.4.9)] (of [Et4, chap II, (3.4.8.2), ou (3.4.8.6), 
ou (3.4.9)]). Alors, pour tout entier i ^0, f induit un foncteur 

R'fconv* ■■ F«-IS0C(X/X) ^ F«-IS0C(5/X) 

qui commute a tout changement de base S' ^ S entre k-schemas lisses. 

Demonstration. Compte tenu de [Et 6, (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9)] il s'agit 
de verifier que le Frobenius (qui est defini par fonctorialite [LS, 8]) est un 
isomorphisme. D'aprcs [B-G-R, (9.4.2/7)] il suffit dc verifier 1' isomorphisme 
sur les points fermes de S et le resultat provient alors de [(3.3.1.18)]. □ 
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3.4. Fibres des F-isocristaux convergents 

Sous les hypotheses du theoreme (3.3.1) avec / propre et hsse, soient 

is s = Spec k{s) ^ S 

un point ferine de S et fg ■ Xg ^ s la fibre de / en s. Pour S G F"-Isoc(X/i^)piat 
on pose 

(3.4.1) R'Unv*{S)s := K i?7conv*(^)). 

Comme i* est induit par f*(s) [B 3, (2.3.6) p 72], on a demontre en (3.3.1.15) 
I'isomorphisme 

(3.4.2) il R'Uny*m^R'fs conv*(^|xJ = H^.^iX g/ K {s); S\x.) . 

Compte tenu de [Et 6, (3.4.7) et (3.4.8.2)] ou [Et 4, chap II, (3.4.7) et 
(3.4.8.2)] on a prouve : 

Proposition (3.4.3). Sous les hypotheses du theoreme (3.3.1), avec f propre 
et lisse (resp. sous les hypotheses du theoreme (3.3.2)), etpourS e F°'-Isoc{X/K)piat 
(resp. £ e F°'-Isoc{X/ K)) et tout point ferme s de S, la fibre en s de 
R''fconv*{^) ^st un K{s)-espace vectoriel de dimension finie donne par 

R'fconA^)s ^ Hl,^{Xs/K{s)-8\x,). 

Commc coroUairc du theoreme (3.3.1), on retrouve un cas particulier d'un 
theoreme de Ogus sur la finitude de la cohomologie convergente [O 3, 0.7.9] : 

CoroUaire (3.4.4). Supposons k parfait et e ^p—1. Soient X un k-schema 
propre et lisse, et S E F°'-Isoc{X/K)piat. Alors, pour tout entier i ^ 0, 
les groupes de cohomologie convergente Hl^^^^X/ K]£) sont des K-espaces 
vectoriels de dimension finie. 

Demonstration. II suffit d'appliquer (3.3.1) avec S = Spec k et [B 5, (3.2.3)]. 
□ 
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3.5. Cas fini etale 



Dans le cas fini etale on n'a pas lieu de supposer k parfait ni e ^ p — 1 
et de se restreindre, comme dans le theoreme (3.3.1), au cas des F-cristaux 
localement fibres : 

Theoreme (3.5.1). Soient S un k-schema lisse et f : X —>■ S un k- 
morphisme fini etale. Alors 

(3.5.1.1) Pour tout entier i ^0, on a des foncteurs 

(i) i?7conv* : lsoc{X/K) ^ lsoc{S/K), 

(n) i?7conv* : F^-lsociX/K) F^-lsociS / K) , 

(iii) Pour E e Isoc{X/ K) eti^ 1 on a 

-R*/conv*(^) = 0. 

(3.5.1.2) Supposons de plus f galoisien de groupe G. Pour £ e Isoc{X/K) 
on a des isomorphismes canoniques 

(i) ^^(/eonv* nSyf, 

(fi) Hl,,^{S/K,S)^ Hl,,,{X/K,r{S)f, 

(iii) Si S & F'^-Isoc{S/ K), ces isomorphismes sont compatibles aux Fro- 
benius. 

Demonstration. 

Pour (3.5.1.1). Le (i) est la pour memoirc, car prouvc cn [Et 6, 3.4.8] ou [Et 

4, chap II, 3.4.8]. On a vu dans la demonstration de [loc. cit.] que la definition 
de R'fcom' i.^) est locale sur S : on pent done supposer S = Spec Aq afiine 
et lisse sur k. 

Posons <S = Spf A ou A est une V-algebre lisse relevant Aq, et relevons 
/ : X — > 5" en un morphisme fini etale de V-schemas formels h : X ^ S [EGA 
IV, (18.3.2) ou (18.3.4)], et soit : 5 — >■ 5 un relevemcnt du Frobenius de 

5. Puisque / est etale, dans la decomposition classique du Frobenius Fx de 
X 
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le morphisme Fx/s est un isomorphisme et se releve de maniere unique en 
un isomorphisme Fx/s s'inserant dans le diagramme commutatif a carre 
cartesien 




On pose Fx ^-kx/s^ Fx/s- 

Pour £ e Isoc(X/ii'), soit £x une realisation de £ sur Xk ; par definition 
on a 

R'fcony'{X/S;£) = H%mK*{£x <8) ^x^/sj) 



car X est etale sur S. D'oii le (iii) par le theoreme B de Kiehl car h est affine. 

Soit £ e F«-Isoc(X//s:) et (p : F^{£x)^£x le Probenius. 
D'apres [cor (1.2.3)] il sufiit de construire un isomorphisme 0* (de Probe- 
nius) sur fconv* {£) , compatible aux connexions. Comme Fs est plat, le 
morphisme de changement de base 



F^,R'UnAX/S,£) ^ i?7iol*(^^^V«5,^) ^ RV*i^*x,/sA^^^)) 

est un isomorphisme [Et 6, (3.4.4)] ou [Et 4, chap II, (3.4.4)] ; par composition 
avec les isomorphismes 
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(puisque Fx/s est un isomorphisme) 
et 

on obtient le Probenius 0* cherche 

0* : FJ^i?7conv*(X/5,^) - i?7conv*(X/5,£). 

En reprenant la preuve de [Et 6, (3.4.4)] on verifie que 0* est compatible 
aux connexions d'oii le (ii). 

Pour (3.5.1.2). Soit £s une realisation de £ sur Sk- Par definition on a 

UonAX/S,nS))^hK*{h],{£s)). 

Comme Hk est fini etale galoisien de groupe G [Et 6, (2.3.1)] ou [Et 4, chap 

II, (2.3.1)], la fleche canonique 

£s ^ {hK*{h*K{£s))f 
est un isomorphisme, d'oii (i). 

L' isomorphisme du (ii) est alors une consequence classique du (i) [Et 1, 

III, 3.1.1]. 

La fonctorialite des constructions precedentes prouve le (iii). □ 
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